LEI DO ARREFECIMENTO DE NEWTON

Seja x : [0,7] — R a funcao que descreve a evolucao da temperatura z = x(t) de
um corpo ao longo do tempo ¢, durante um certo intervalo de tempo [0,T]. A lei de
arrefecimento de Newton postula que a velocidade de arrefecimento x'(t) é propor-
cional a diferenga entre a temperatura do meio ambiente k = k(t) e a temperatura
do corpo z = z(t). Ela pode ser sintetizada na seguinte equagao diferencial,

¥ =c(k(t)—x),
onde ¢ é uma constante positiva cujo valor depende das caracteristicas fisicas do corpo
em causa.
Solugao do Problema

Sendo xy a temperatura do corpo no instante ¢ = 0, a funcao x(t), que satisfaz o
problema
' =c(k(t)—z), z(0)=ux, (1)

¢ dada explicitamente por

t
z(t) = (xo +/ ce®k(s) ds) et (2)
0
No caso de a temperatura ambiente k(t) ser constante igual a k,

z(t)=k+ (vg—k)e " . (3)

Para justificar a férmula , observe que

(GCtl')l — GCtLC/ 4 CGCtl'
= ePe(k(t) —x)+celx
cetk(t) .

Logo

elalt)—xzy = [e”x(t)]é = /0 (e“*x) ds



donde segue (12)).
Para ver (), observe que sendo k(s) = k constante,

t
/ ce“kds= ke, =k (e —1).
0

Aplicacao

No applet seguinte pode controlar a temperatura k(t) do meio ambiente (a ver-
melho), observando como a temperatura do objecto (a azul) a tenta acompanhar
aproximando-se dela. A janela inferior mostra uma imagem térmica de um corpo
circular, que apenas se torna visivel quando a diferenca de temperatura com o meio
ambiente é significativa. A cor preta representa o frio, e a cor vermelha o quente.

Help
Graph Window

Controller

Temperature = 39.88

Settings

Initial Medium Termp k0= [100
Initial Body Temp 0= [-100
Difusion coefficient ¢~ [0.01

Total Time  T= (30

‘ Reset

Clique aqui para correr o applet!


http://www.ptmat.fc.ul.pt/aninf/2003_1/calculo/notas/Applets/DifusaoCalor.html

Discretizacao

Para calcularmos computacionalmente a solucao , discretizando a equacao
diferencial , tomemos h suficientemente pequeno de modo que a derivada '(t)
esteja préxima da razao w Substituindo z’(t) por este quociente na equagao
diferencial obtemos a equacao recursiva:

x(t+ h) — x(t)
h

=c(k(t) —x(t) <= zt+h)=x()+chk(t)—2z(). (4

Para analisarmos a evolucao das temperaturas ao longo de uma sucessao de inter-
valos de tempo iguais, com duracao At = h, consideremos a temperatura do objecto
x, = x(nh), e a temperatura do meio ambiente k, = k(n h), nos instantes t = nh,
comn =0,1,2,---. Asucessao (z,) correspondente a uma solucao z(t) de (4] satisfaz
a seguinte equacao recursiva

Tpi1 = Tp +ch(k, —x,) . (5)

O applet acima foi implementado usando esta equacao com h = 0,04 segundos.



